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V C2 1) On munit l’ensemble À = Z x Z des deux lois internes 


CS CL dote DES 


(a,b)+(a,8) = (a+a,b+8) et (a,b).(a',b") = (aa',0) 
Non Uhians 
x Montrer que (A, +,.) est un anneau commutatifŸ Quels sont les diviseurs de 


0 dans À ?. 
D 2) On note cette fois-ci E = Z x Z et l’on définit les opérations internes 


(a,d) + (a',0') = (a+a',b+) et (a,b).(a',b') = (aa’ — bb', ab! + ba’) 


Montrer que (E,+,.) est un anneau commutatif unitaire. Est-il intègre ? 
Déterminer les diviseurs de l’unité dans £. 

3) L’anneau des entiers de Gauss est Z [i] = {a + id € C/a,be Z}. Véri- 
fier que Z{i] est un sous-anneau de € et qu’il est isomorphe à B. 


Solution : 
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ww 


Anna x 
Æ ann 0009) 


Zxenciw : à) Ennct A=ZxZ . Grnmunit À de, 2 Pro 

TS + lat it = (a+a!,b+l') et Ca, L),(at L') = (œa!,0) 

Monde que À eotum anneau commubalf et Louvu to &, diteu ds 0. 
L) Gr per celte foi - : 

(a,b)t+at,b')=(a+at,b+h") ef (a,b).(al,b') = Caat- bb, ab'+ba!) 
Moda que À eo um amveout coute} wine . pr if mbsu { 
Debrininn L divers de L'ote | 
tou LE de dans da dv. de = 3 ef : V6, 0)EA 
SA, ! a) aat=0 don. LA ; 

o) Nr À = (a! L') £'umitt de A .Gx aa ©: 


aat-bhis a a'= À 
a = _ De 1=4,o 
CLS Wa æ À LU « [f=&e))l 
+ À mb o ? 


. ' (ID 
(4) is -bb' -=0o dus arabe tse 


a bltba =o — abb'+ L'al-o 


è Cx,h) (o,4) 2(50) 


a’ (a*L)=0 


(RCE 


ox af=o aù (a,L)zx(oo), 


Moss afao , (A) donne : ni = b'-o. 


ab'-0o 


uni , nt Ca,b}.(aiL')20o 2 (a,y)#(9, 8) où a: Ca! L')=(8) de À umbsya . 


x Düudau de #7  |aut- bb'= 4 (2) 
ND C3 te Rs 
sb He, b'=-TL dome a at bEb = 4 -| . 
DRE 


a =t4 


Gmne a EZ , @fa emhaine a ) rad fau (35 donne ) F7 Fra 


L'=0o respeclz, 
Ami | É,0). (4,0) = | 


{ (bb: ; 
- Siaso , (2) (8) p'ecuvrmt : , b'=-4 ue (Co ,4)(©,-1)= 4 
et a'=0 : ou 
Co,-4)10, 4 > = 


Cmurton : Les dinseus de sent de fx forme (©, +41Y3 su (+4 o). 


al Ne OU X 


Soit a un élément d’un anneau principal À. Montrer que : 

1) a est irréductible si, et seulement si, a est premier avec tout nombre 
qu’il ne divise pas. 

2) a est irréductible si, et seulement si, il vérifie l’assertion suivante : 


a|bc = ab ou alc 


Solution : 
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/ Anneaux 


Sit À am anneau principal | 
Mq è 
a) a médubbLé > a et premier ec tout nhnre qu'ie ne dinbe pas 


by a médubilé 7 alpq > alpeu alq } 





a)(æ) Staflb ekoi dom divan commun à arkb dla dene 
d = QU Œb (awec uw EA*) , 

dau edrimparilele (binen ald]b) dene dz= u CE A* 

Ga mue : dlaet dil « deA* 


Le œAbz= 14 


(=) Soit a =pq . 
Stalp ) p=ac et a = aa'q —>D À = a'q HS 4 EA* 


SE à Yp y RaNPpz= A4 eb & TR. de quo emMratre æ|q . En make 
aps qu p EAŸ comme cù- dom , 


b) ) Scra unréductr LPe 5 sit a lpq , à en jremisa avec bout El . 
qu'il ne divèbe pas, dune : 
»i afp aa, &Ap =4 et Le Vh. da Gauss embene œl q 


(Æ) SE azpq , afa, a lpQ donc a\p vou al 


S uppeos œ|p . Gn ame Pz=anu e+ +saudq 


D) 4d= uqQ ee. 
douc P estenrnéducii Le 


aEA*. 


VA COUAX 


Anneaux de fractions S-14. 
Soit À un anneau commutatif et unitaire, mais non nécessairement intègre. Une partie S de À est 


dite multiplicative si elle vérifie 
1ES,04SetVresS VyesS zxyes. 
1) Soit R la relation dans l’ensemble À x S définie par 
V(a,s),(a,s)eAxS (as)R(a,s) &HES (as -sa)t-0. 


Montrer que R est une relation d’équivalence. On notera © la classe d'équivalence du couple (a, s), 
et S-1A l’ensemble quotient À x S/R. Vérifier que les lois 


a «@  as'+sa a a aa! 
— per 


4 


83! 8 8 83! 


4 8 


définissent sur une structure d’anneau. Vérifier que l'application à : À — S-14 définie par i (a) = # 
est un morphisme d’anneaux. Est-il injectif ? 

2) A partir de cette question et jusqu’à la fin du problème, on suppose que l’anneau À est intègre. 
Quelle simplification cela entraine-t’il dans la définition de R ? Que devient l’application 2 ? 
Peut-on considérer À comme un sous-anneau de S-1A ? 

3) Si R est un anneau, on note P' l’ensemble des idéaux premiers de À n'’interceptant pas 5; et 
Ps-114 l’ensemble des idéaux premiers de S-1A. Montrer que l’application 


B: Pa — Ps-14 
I mm S-ll={i/ieletses} 


est bijective croissante d’inverse J + J N À. 
4) Anneau local. De façon générale et si À est un anneau intègre, montrer l’équivalence entre les 
propriétés : 

i) À ne possède qu’un seul idéal maximal, 

ii) l’ensemble A\A* des éléments non inversibles de À forme un idéal. 
Lorsque l’une des propriétés ci-dessus est vérifiée, on dit que À est un anneau local, et l’on remarque 
qu’alors l’unique idéal maximal M de À est M = A\A*. 
5) Soit t un élément non nul d’un anneau intègre À et S; = {1, té, sUbs 

a) Montrer que S$; est une partie multiplicative de À. On pose 


A= SA = {5 € Frac(4) /a € A et n € N} 


où Frac(A) désigne le corps des fractions de À. 

b) Supposons maintenant que À = Z et que { soit un nombre entier premier. Expliciter le groupe 
multiplicatif Z? et montrer que l’anneau 74 est local. Quels sont les idéaux premiers de Z5 ? 

c) Décrire les idéaux premiers de Za2. 
6) Soit { un élément non nul de l’anneau intègre À. 

a) Montrer qu’il y a correspondance bijective entre les idéaux premiers de À; et les idéaux premiers 
de À ne contenant pas t. 

b) Montrer qu’il y a correspondance bijective entre les idéaux premiers de A/(t) et les idéaux 
premiers de À contenant t. 

c) Quels sont les idéaux premiers de Z/42Z ? 
7) Soit TI un idéal premier d’un anneau intègre À. 

a) Montrer que la partie S7 = A\J est multiplicative. On pose Az = SFA 

b) Montrer que l’anneau A7 est local. 

c) Quels sont les idéaux premiers de Z{5) ? de Z/5Z ? 


°[uann0019] Dany-Jack Mercier (réf. Milne p12 par exemple) 
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A) DA env Qax@ de voû Que &R ar RafBeriwe e4- Sarébaqu F 
Moon La Hamiltul - DPpaut juouur que 
(a, a) Rlala’) 


(al,a3 Ra',a") ! + ARR 


Suppom dme qu'ilexctt tue S kg 
(as na dE =o 
| (a'al-ate/)u = 
Ga autraitre 
(a4"r - n'a Eu =e 


, 


(a'24' = #'4a")ut = 





Cars Ana") At E © 


a) posuire Lier que («x 4) Ra” PA 







D abo"- nn ET =5 maELoeu LEZ 
aque hope 27Æ T) 


2) fe 
3) Æ ea bien dfoike em STI et 4m cd&oÿ peninde SA dù qe Term 
GC: puppe= NS qæ BF € S'A na Le. monomaphane c'A—S A. ide: "2 
Se Jevumidéeÿ d SH, alu, SOA pra ur cdtaÿ de À, 

D note à member que : 


TN 


(2) S'É pe st … Vret, 


>  Sr'tran)Â= T  vrel.… 


SES TENR , aÿa, 


(rouxe de (A) S'TNA D TE akhote , Re. nt 
cite 
ss os acer où EL 2EeS, YSoe Ê=AA ET — CTI RE (pusique 
À 


pa hype a ÉT om dédeur és RE | 


or nŸ à E 7, oba, > = Z out ao=xX4 eTnÀ _L''hduion 
é & aute mETOAHarS, 
nuu ), Comna AÉT (can 


ZI ar prenan ) Gmne 


ne (os Se se, 
2 Û = Von = © 
Te SNA) enr dore vraie: Rac., ni rE S CTAD., == 
cfa ndhieuis METASET (purge J'esr pra 








4 juan 001497 ei 


Lea) 
4) Se A ne ponide ua neuË iASal PR! M Lu Die nt 
P 1 ) 
0441 € AA. Mai, ke cle ve de ANA% pot nu, dou um ici ef 
morxémaf , due 4AÈi rm EM. Gr a mme que M = AVAT que ANA 


eVea 4m id£ a . 
RE, »è AA AY ent um idraÿ #4 2è Mat un t dé 40 max ma, 


M eo Zn Qus dan AVA* (ana MO gg = M=A ctwude) en 
maximaQit ee M anteudu fo, M= A\A*, 


Sa) 
SL) ,2-) 2e / «ez wnENI 


oo ef e 31EZ ImENW É) 


ee ALLEZ TmEN BU. es EMI 
S DEN  a=+t 


® ZL, sv Lo caf . en sffer ANT sv én dé ses 


pa fauk- eue L'Amplceaktos 


Li \ \ LD 
(+) Fo EZINZ Rio ne > Fo EZAZÉ 


n 


ox l t a a 
P Q' afau de 2 Ps Ruppae. Hs = = eZ, af ab = +t? (EN) 
dre Ÿ N / 
| apq E vhjanie, LeLiL Gens Cle echore LEZ 
Car exdrane & PA podfass ‘5 
o Z5=} TER / SEL dk n ENV +4 &, ide 
3 -t \ * . jrs 
de Ze o'Écuren lt SU Se T'otan ef prermde da Z ne 
(42) x 
cœupant pce $s 1 Bone E=0 eu T'=(p) auec p fm ef pzS, Ne 
2 écl£ aux pumuèe do Ze pumt | 


RDS Le AA), 
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5,c) , :d£ du» pemien de 7 


genou :(o) (5), (449, (43),  d'ape À quel 2), 


Ga) Habepbn ur Th> SIT (ds en 2)) 


Hdieque TNS,2g équvaur à ele que EST (ca T pere!) 


EL) Grukiue un nbudtat- exnau : 305 à bepechre ave 
Aa EdEauns prêts de es e+ 4, cd6 qux premies de À 
cavemant (E) ) dr cote Baye chum li denni Pa : 
es QUE en rS 

CA TT: Ê — Ve Colt Ba Maj eo pe Z Liebe 
RÉ pisqu en\- CRE TL : 

Ge Le, td£ ni ES = PA à 

) EUX  RARAMA 24 de ER (we) di 
(») ,(2), (39, (4) 


F.a) C) 


7.b) ÈS est bscenl : 





œ Ar =} = / a CR AH 2ÉT) 


SEÉRT ee er AMÉZ 2: 

2 PTT 
LEA FJ'RT aberan ST ({Ipremie ) 
D a I, 


RE, aftTeo gr af, ee Se 2 A dec æ ehn* 
D æ À | 
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Ÿ 
. ANA sie fa eZ er 2 gz| LBers um c'd£Eal prog : 


Vaer WLEN Von ÉT &:E = 6 SA ALNAË (een ab ET ). 
Î D? 


Ga pue dde A eV un. AnreUx Lscaf .. 


Fe) 





Fr APRES = EB /AEZL Ap,-,pg penis rot des 
pp , — Ra EN 
LES * 


) & 
3e, t dE qu prit ho Zs) sens dl, Scs) ZI 
ZT ay ax id£aÂ pan de ne esp and— ps Ses) = A\CS) ) 
& influe, dans (5) ( d'aps 23. @ pee dme A2. 


t dE ui : 


À, Lda as pente de Se man (Ode CS) (4 Se) 


Tin 


Anneaux 


SAtA um anneau non nÉduit.à lo) > dou À & J0) sent Do peulo idsaux à 
a) HaQ pu tout a€AÀ, La Kamfakm à dti ÉL'er>æa eo ont nufl} 
/ 
Ant bijechrt . 
b) Suppome qu'il coule a. CEA tq Ex, oi non nufle. Menhinr L'exclince 
d lun unique. éfémont e de À tel que ea, = 0, . Éouvea qe Vx EA xe 


CE, a 


Loume 
mes pour dimadhe ce denrmin pair) 
e) à décue que À &bt ah um anneaux de can£t nul (ie Ve y EA xy20) 
A Am toy . 
a) # Om ê = Jna /n EF) chum idéap & gauche cle À puirque 


O=Oa D OCImEs >: 
x Vra, ya EDnS, ea- das Gr-aÿa E Im (A 
Y VyeA Vna Et ims, 4. *a = (ya En E 


a 


Ducs )oy ou Amê, = A , æ uso ou En oujectiee | 


x Se Sa#®, &,. PAG dsne ourjechie . de ot um endemephème du Joue addit} 
CA ,+) , duc En, oh Am AO Run de CA,+). 2 Pait, Kn$u=)x/nazo) 
où an cf a & gauche de À, dac War S,= een À .… Comme Êkre, 


Sa#A, 
dmce Gin 6, = 20) or ë,. bera Enjechif | 


# Cncfuton : 6ê,=0 CITE E bijech. 


b) D 'avà & a) à Êa, ent bijech?, laocvctma An eh un peu ot Eclque ea,ca,. 
Pos suit : Vxe À Mmes xa, ce qui emhatre [re 2 >] (puèque EnechP) 


ÿ 3=}x-ex /> En) esV-um Clef d'eœuche act 
) O-e0=:0€7 
y v: ! (æs-y) —@e(x-4) = n-0% -(y-es) Een dè que 2C-en yes ET 


8) VyEnAÀ Vn-en ec y (m-en) = es Les os. ej 


de 3- }o) ou À, 


St M=A, loecvbtnatt x, EM Le que Mr ER D t(r-em)= er 
D OZ abswd ,. 
Donc A=)o) Le 


Vn € A mer = O 


Ccf : Si 6, 20, Red um anmau wuitañne d'uut e . 


c) St 3%,y CEA xy 40 as Ja EÀ En non nulle hs M 


Gn peut appltqua € L) : Aosuna An anaau Union e , d'élément umilé e . 
A #}o enbraine efo., : 
Vx EA\)o} ensm ze donc &. n'eot pas nulle , denc, 6. sua bijechie 
C$a)) o+ L'Equatron Ma is gere admolits ume unique 2Sbutton >”, 


taux Aünvent. à gauche den ie x=e , 


Honbrons que. n'a un unvine & dt dex : ppua cfa | neVôns 2" Dino à 
gauche den! ,. Gna : 
tante o (3 # 


u , d 
nnmesn'e > 


en=n"  x=X 


donc bien æ/=e:: 


Cf : À nenux An annau unibuie: dont tout Elément non nul 2 


inooe . Ce one um . «à ‘ 
mn 
Le | + n] 
\ +, r « À \ } 2 
ti 1, ma tc TA Ah, à Ë 328 FRAC FER Ne 
\ ». 
Lund + C4 fa oh use ce EX des dd + Fr, 
L A * “ 
« Lt à s 
' Fr à 4 
« à, 4j us à FA + ? «À à cv ya À À : 4 ï QAR) PR TT 
k. Ua, À k , Le 
sci 
ñ | ne A, n f ” CN 
Fi D onTt) À Aime < ‘4 4 è À v h 
id à À . » = d sal 4 
" + » + Pa b A 
34) " Le n° CLR ET 
. ‘ 4°, à: Ÿ \ se À ND CA » x 
Un ë drenmadi Lise, in An man radtenes 3 : y 1e Are à ge 2À Ann {ei 
. > "4 % F 4 " j 
2 0 ax {0 1489 4) lg ve i REA +5 À pe 9 116.49 mt 5 QE À 6 4 2 x*+f 1 is sal 
, + / ë v4 ÿ 
i on \ 
s ; À ps HR } Ve 2 1 - { 
RE) ana re ÿs di LR EN IX NS dsl S\ 3 nn 6 TL La 
» 
PA De s 9 Î 
Ÿ & « el pans ak f ‘3 OR } æ w ? VAS w , Le \f 
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Sr me mi wi M he en ve fe Fe De: ; \ Â 4 
, » 0) , 
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Al 
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